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ОДНОЗНАЧНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНТЕ ФИГУРЪ 


при помощи инимыхъЪ чиселъ. 
_Отвъть. на и предложенную въ „ВЪфстник5“ № 62. 


Дьйствительнымъ числомъ называется всякое число, цълое ‘или 
пробное, соизмвримое или несоизмримое, положительное или отрица- 
тельное. Мнимымъ числомъ называется выражеше вида т--и\/—1, гд® 
подъ т и п разумъются дЪйствительныя числа. Число 2% называется. 
дЪйствительною частью мнимаго числа, а и\у —1-—-мнимою. частью. 

Надъ мнимыми числами производятъ т%-же дЪйствя, каюя иснадъ 
дЪйствительными числами. | 

При сложени и вычитанш мнимых чисель дЪйствя производят 
отдфльно надъ дЪфйствительными частями ихъ и надъ коэфФфищентами 
при М1. | 

Еели` два мнимыя числа и--и\/—т и т-ЁРи’У-т1 равны, ‘то непре- 
мЪнно и дЪйствительныя ихъ’ части и‘и % равны, а ‘также `и` коэффи- 
щенты при УТ. 

Умножеше мнимыхъ чиселъ производится такъ-же, какъ и умножене 
двучленовъ, только при соблюдеши условя: (У—т)*=—1. 

Частное отъ раздвленя мнимаго числа #--и\/—1 на мнимое ‘число 
т-п’\У—т можетъ быть представлено въ видв 


ттт пт’ —тт’ 


эта ти эт’? = 


Два мнимыя числа называются сопряженными -@сли дйствительныя 
ихъ части равны, а мнимыя части отличаются только знаками, нанри- 
‘`мвръ ии и м—п\У—1. Сумма и произведеше‘ сопряженных мни- 
мыхъ чиселъ предетавляютъ дЪйствительныя чибла. 

Раземотримъ нфкоторыя свойства мнимых чиселъ. › 

1. Мнимое число на плоскости може быть ‘выражено точкою. 
(Фиг. 18). Для этого проводимъ двЪ Г Мей ‘‚прямыя 
ОХ и ОУ, пересъкаюцщияея въ точкв 02’ На прамой ОХ отклады»“ 
ваемъ длину ОР равную и единицамъ длины вправо отъ О, если т 
число положительное, и влёво отъ О, если 9% чиело отрицательное. 
Изъ точки Р возетановляемъ перпендикуляръ`Въ прямой ОХ и отклады- 
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Фиг. 18. ваемъ на. немъ длину РА рав- 
‚ ную пединицамъ длины кверху. 
оть ОХ, если и число положи- 
тельное, и книзу отъ ОХ, если 
® чиело отрицательное. Гово- 
рятъ, что точка А выражаеть 
мнимое число 7--иИ—т. Каж- 
дому мнимому числу соотввт- 
ствуеть одна точка на пло- 
скости и обратно. Обыкновен- 
но, для краткости, подъ бук- 
вой А разумЪютъ не только 
точку А, но и самое мнимое 
число и-Рпи—1. Чтобы отли- 
чить произведеше АВ двухъ. 
мнимыхъ чисель Аи В отъ. 
разстоян1я АВ между двумя 
точками А и В, разстояше АВ. 
пишется съ чертой. наверху: 


АВ. 














Точка О называется на- 
чаломъ, прямая ОХ дЬйствительною осью ‘и прямая ОУ мнимою осью. 
Прямая ОА называется векторомъ точки А. 

Два сопряженныя мнимыя числа изображаются на плоскости двумя 
точками, лежащими на прямой перпендикулярной къ дЪйствительной оси 
ОХ и находящимися на одинаковыхъ разстояняхъ отъ нея. 

Дъйствительное число выражается точкою на дзйствительной оси. 


2. Веякое мнимое число А=т--и/—1 можеть быть представлено. 
въ видЪ 7(Созу--Вшфи-—Т). Для этого полагаемъ 7=Созф, и=иЭ шо. 
Возводя оба равенства въ квадратъ и складывая ихъ, находимъ 
тп"? и УИ пи». 
Здвеь квадратный корень берется со знакомъ --. ПослБ этого 


находимъ 
п 


ЕЕ Ви. 
И тт И т? 
Знаки при и и ® укажутъ, въ какой четверти оканчивается дуга, 


измвряющая уголь $. 
Число 7 называется модулемъ мнимаго числа т--п/-—1, а © назы- 


вается его аргументомъ. 
Обращаемся къ хиг. 18. Такъ какъ 


ОА—=У бр РАЗ я? и 7 жи, а 


то ОА=и, т. е. прямая ОА, или векторъ точки А, выражаеть модуль мни- 
маго числа А. Такъ какъ 





Соз9= 














Сов аи Эт О" 
Гоуетеея ОА /’ 


- 398: 


и Совы ‚ Вир". 10’ ЛА@Х = 


т. е. уголь между векторомъ точки А и дЪйствительною осью выражаетъ 
аргументъ мнимаго числа А*). 


3. Покажемъ, какъ опредфляются модуль и аргументъ суммы, раз- 
ности, произведеная и отношен1я двухъ мнимыхъ чиселъь. Полатаемъ 


А—т-Рпи—т1=="(Соз-Е шеи), 
В—т-и—1=(Созу’-+ Вит) 


и выражаемъ оба эти мнимыя числа точками А и В. 
Составимъ сумму мнимыхъ чисель А и В. 


АВ (т ти "ит. 


Строимъ параллелограммь ОАСВ на векторахъ ОА и ОВ точекъ 
А иВ и проводимъ дагональ ОС. Точка С будеть выражать мнимое 
число А-В. Для доказательства опускаемъ изъ точекь А, В, @ перпен- 
дикуляры АР, В(, @53 на дЪйетвительную ось ОХ. Такъ какъ прямыя 
ОВ и АС равны, параллельны и направлены въ одну сторону, то от- 
рззки О( и РБ также равны и одинаково направлены. Поэтому отрёзокъ 
05 равенъ алгебраической сумм отрззковь ОР и 00), т. е. 

—=ОР--Об=т- и. 

Точно также, опуская изъ точекь А, В, @ перпендикуляры на 
мнимую ось, докажемъ, что За=и- и’. 

Такимъ образомъ сумма двухь мнимыхъ чисель выражается на 
плоскости вершиною параллелограмма, построеннаго на векторахъ точекъ, 
выражающихь эти мнимыя числа. 

Чтобы выразить на плоскости разность мнимыхъ чисель А и В, 
мы должны построить такой параллелограммъ, чтобы векторъ ОА былъ 
его д1агональю и векторь ОВ стороной. Для этого изъ начала О прово- 
димъ прямую параллельную ВА и изъ точки А прямую параллельную 
ОВ. Эти прямыя пересвкаются въ точкё Н. Такъ какъ точка А выра- 
жаеть сумму мнимыхъ чиселъ В и Н, выраженныхъь точками В и Н, то 
точка Н должна выражать разность мнимыхъ чисель А и В. 

Если разность мнимыхъ чисель А и В есть дВйствительное число, 
то точки А и В должны находиться на прямой параллельной дЪйстви- 
тельной оси, а точка Н на дЪйствительной оси. 

Вектор ОН точки Н по величинЪ и по направлентю равенъх `пря- 
мой ВА. 

Такъ какъ 







Н=А—В=(т—т’)-К(и—м")и—т, 
то 


ОН=ВА=у ии ия/ в; 





*) Аргументь отсчитывается отъ дЪйствительной оси ‘Въ сторону противопо- 
ложную движеншю часовой стрфлки отъ 0° до 8609, 
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По этой хормулЪ можно опредзлить разстояве между точками Аи 
В, выражающими мнимыя числа А и В. 
Составимъ произведенше мнимыхъ чисель А и В. 


АВ=и"'[(СозоСову' —Вшебшю')--(Совобту Эт Созу' у = 
АВ” Соз(у--о')-Зико-ч') у =. 


Такимъ образомъ модуль произведеня мнимыхъ чисель равенъ 
произведенню ихъ модулей, ‘а аргументъь произведеная равенъ сумм 
аргументовъ производителей. 

Не трудно от эту теорему на произведене н®екольвихъ 
мнимыхъ чиселъ. 

Такъ какъ дЪлен!е ееть дЪйстве обратное ‘умножентю, то модуль 
отношешя мнимыхъ чисель равенъ отношен1ю ихъ, модулей и аргументь 
отношен1я  равенъ разности аргументовъ дзлимаго‘и дьлителя. СлЬд., 
отношене А:В можетъ быть представлено въ. видв 


вЕ-р(Созу Ви у т), 


1 ОА $ 
гдво р’есть „’ или +8 и ф есть ое" или ХВОА; тлечуголь, на 


которой надо повернуть ОВ. до совпаденая еъ ОА. При этомъ подожи- 
тельное вращен!е считается противоположно движен1ю часовой етрфлки. 


4. Составимъ отношене гдв А, В, С обозначаютъ мнимыя 


А—С 
Асов’ 
числа, выраженныя точками А, В, С. 

АС, по предыдущему, изображается точкою Е, векторъ которой 
’ОЕ ревень, по величинв и по направлению прямой СА, направленной 
оть С кь А. Точно также разность А—В выражается точкою Н, век- 
торъ которой ОН разенъ по величинв и по направленю прямой ВА, 
направленной отъ В къ А. Стало быть, по нашимъ обозначенямъ, 
И Е М . ОЕ ик СА к 
ВЕ" Ме этого отношен1я равенъ иен 
ментъ его равенъ. углу НОЕ, на который. надо Но направлен1е 


ты НОЕ, 








ВА до совпаденя” съ ‘направленемъ’ СА. Полагая 


находимъ 


А— Е д 
ОО шут). 


Если три точки А, В, С расположены на одной прямой, то уголь 
ф обращаетея въ 0 или въ пи 








№ ба ды зы 
.- ОВ г ИЛИ НН А—В, 
А—В -— ВА СА ВА 
смотря по положеню точки. А. Знакъ — Е Е тому случаю, 


когда точка А ‘расположена между В и С. р 


5: Для дальнъйшаго’ изслвдован!я свойствъ мнимыхъ чисель дока- 
жемъ слфдующую теорему. Если’ на хордв СА построимъ’ какой:нибудь 
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сегменть и на его окружности возьмемъ точку В, то. отношене, ВС:ВА 
возрастаетъ, если В, удаляется отъ С, т.е. если дуга ВС возрастаетъ. 

Для доказательствъ дополняемъ дугу сегмента, до полной окружности 
и соединяемъ точку В съ серединою второй дуги СА. Эта прямая раз- 
дВлитъ уголь СВА пополамъ, а хорду СА на части, относяцияся какъ 
ВС:ВА. При удалени точки. В отъ С:точка пересъчешя равнодълящей 
угла СВА и хорды СА будетъ удаляться отъ С, такъ какъ равнодфлящая 
угла СВА будетъ постоянно. проходить черезъ средину: второй дуги СА. 
Слвдов., отношене В'С:ВА должно увеличиваться: 


6. Составимъ сложное отношене 
В СО-С 
ВАА | 
ме В, С, О обозначаютъ мнимыя числа, выраженыя точками А, 
В, С, О. 3 


ВС Ааеы 
в_А— "бов Е Зиу т, 


и Ф есть уголъ АВС между направлениями АВ и СВ, на 





СВ 
РДЪ, == 
ВА 
который надъ повернуть АВ до совпаденя съ СВ. Точно также 


ОЙ Е 
Пр-т" (Сов ря у 1, 








гдз 
,_ © ыы 
к 5 и “= ХАОС. 
Стало быть, 
ВОО С. : ва 
Ы етУ в офи +в (4-5. 
Подагая 
СВ СВ ; , 
7 —— о, 9==0— — ска 19) Й 
р паи АВС АТО 
находимъ 
В—С р— 


и ОИ сов+ Вифует. 


Изъ этой хормулы мы выведемъ нФеколько важныхъ слфдетвйй. 
Положимъ, что точки А, В, С, О находятся на одной окружности. 
Если ов Вир) расположены съ одной стороны хорды. `бА, 
углы АВС и АТС равны. Значить уголь ф равенъ О и. 
ВС С _ 
ВЕТРА Е АТГ 
Если точки В и О расположены ©ъ разныхъ ово хорды СА. 
разность между углами АВС и АОС составляетъ ‹ 3% ‘прямыхъ угла, 
Поэтому < 
я С О— бен н 


рт: ут 





—0. ы . 
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Для уясненя слфдуетъь изъ начала О провести прямыя Оа, Оу, 
Оя’. Оу’, направленныя также какъ прямыя АВ, СВ, АО, СР. 
Такимъ образомъ для точекь А, В, С, Ь на НИ окружности 
отношене 
В [СОС 


В АС 


тд 1 есть н%которое дЪйствительное число. Если 7% отрицательное 
число, то точки В и О находятся съ разныхъ сторонъ хорды СА. Если 
т положительное число, то точки В и О находятся съ одной стороны 
хорды СА; если при этомъ т>1, то дуга ВС боле дуги ПС, такъ 


какъ и о и, по предыдущему, отношене ВС:ВА болЪе отно- 


АВ АО 
шеня Р0:ОА, когда дуга ВС болзе дуги ОС. 


—т, 


1. Положимъ, что точки А, В, С. О расположены какъ-нибудь на 
плоскости (хиг. 19). Чтобы показать значене угла {ф, описываемъ ок- 
Фиг. 19. ружноети около треугольни- 

ковъ САВиСАО икъ этимъ 
окружностямъ проводим ка 
сательныя СВ’ и СО’ въ 
точкв С Уголь В'’СА между 
касательною СВ’ и хордою 
СА равенъ вписанному углу 
СВА. Точно также уголь 
О’СА равенъ углу СПА. 
Значить разность между уг- 
лами СВА и СРА равна углу 
В’СО’ между касательными 
СВ'и СО’. Такимъ образомъ 
уголъ ф есть тотъ уголь, 
подъ которымъ пересзкают- 
ся окружности, имъюция об- 
щую хорду СА и проходя- 
ия одна черезь точку В, 
другая черезъ точку О. За- 
мЪтимъ, что ф есть уголъ. 
на который надо повернуть 
касательную СО’ до совпа- 









опишемъ окружность. ры что эта окружность буде: 
влять оотрикоотое мвото точки, отношене разетоянй 


Ки т, составляютъ гармонический рядъ. Положим, зто’® есть средина 
прямой КГ. ИзвЪетно, что оС-оАЕоК*. Проведемъ. < ерезъ точки Си А 
какую-нибудь окружность и изъ точки & касательную къ ней. Кзвадратъ 
этой касательной долженъ равняться оС.оА или оК”. Значитъ, точка 
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касан!я лежитъь на окружности, описанной на `даметрь КГ. Такимъ 
образомъ приходимъ къ теоремЪ: геометрическое мЪето точки, отно- 
шен!е разстоян1й которой отъ двухь данныхъ точекъ сохраняетъ по- 
стоянную величину, есть окружность, пересвкающая подъ прямымъ уг- 
ломъ вс окружности, проходяпия черезъ двз данныя точки. 


9. Положимъ, что точка О перемвщаетея по окружности, прохо- 
дящей черезъь точку В, и пересъкающей подъ прямымъ угломъ вс 
окружности, проходящая черезъ точки С и А. Тогда, 


„ВС 0—С ЗтоОнаи 
—1и ть 5 д=00з-ЕВифу —1, 


| 


[==] 
о 
Я 


1 





[= 


1 
или 
те За о (бов -внь у =). 

Обратно,’ еели мо точка О связана съ постоянными точ- 
ками А, В,, С послфднимъ соотношеншемъ, то при измфнени угла Ф 
точка О перемъщается по окружности, проходящей черезъ точку В, и 
пересекающей подъ прямымъ угломъ вов окружности, проходящая черезъ 
точки СиА. 

Этимъ мы заканчиваемъ изложен!е свойствь мнимыхъ чиселъ и 
переходимъ къ ихъ приложен!ямъ. 


Ь— 
Е 


10. Положимъ, что два перемённыя мнимыя числа Й и Й' связаны 
воотношенемъ 





„а 
Ик 10) 
тдЪ 4, 6, с, 4 обозначаютъ поестоянныя числа, дЪйствительныя или мнимыя. 
Подставляя 2, 2,, 2.,....... вм®ето И, мы получимъ для И’ соотвзтетвую- 
пия величины и Ре ОО Фа образомъ рядъ точекъ 7,, 7,, Й..... 
мы преобразуемъ въ новый радь. точен 27.; И.И... т. е. всякую 


Фигуру мы можемъ преобразовать’ въ другую, такъ, что каждой точкз 
одной Фигуры будетъь соотвфтетвовать только одна точка въ другой и 
обратно. Выведемъ разныя свойства этого преобразованйя. 

Изъ равенетвъ 


дай и а и __ а2,-Нь 7 _ а. 
ее 1 ср-а’ * сара’ * сда 


























находимъ 
И (а9—6с)(7.—7,) И (9—6) (7.— 2) 
1 (ей радед-а) (сева) 
т! (а4—66)(7,—7.) и (а4— 56) 2, — 





г (65-9деа)” ^ ы а } 
Отсюда 
ПАРЫ АА, побй-На-риы оч мл вй--а 
АИ ВАН АНН Ч т с. 4 








'Такимъ образомъ мы приходимъ къ тождеству: 
ОО ВОЙЕ, О А, 
а ИИ Е 1.11. ый 


Положим, что ‘точки ‘1, 21, Й,, 7, ‘находятея 'на’одной’ окружноети. 
Тогда, по теорем% (6), вторая часть выведеннато тождества должна пред- 
ставлять дйствительное число, Но въ такомъ случав и первая часть 
этого тождества будетъ, дЪйствительнымъ чиеломъ, Отсюда, на основания 
той-же теоремы (6), заключаемъ, что точки Й/, /,, 7’,, //, лежать на. 
одной окружности. Такимъ образомъ преобразоваше (1) обращаеть круги 
въ круги *). 





11. ПослЪ этого изъ того-же тождества на основани теоремы (7) 
можемъ сдлать еще другой выводъ. Уголь между кругами, описанными 
около треугольниковъ 77,7, и 77,7, равенъ углу между кругами, описан- 
ными около,  преугольниковъ ПИ Ви МР. Р, у такъ какъ эти углы пред- 
оставляютъ ‚аргументы ‘мнимыхъ ‚чисеть, тождественно равныхь между 
вобою.Но преобразоваше (1) обращаетъ первую. пару. круговъ во. вто- 
рую, пару. Значит, . „уголъ ‘между кругами оть преобразован!я @). не 
измняется. 

‚Преобразовануе, (1), обралцаеть приму или. въ окружность или также 
ВЪ ‚ прямую. и 


УХ `Далье мы будемъ, полагать, что, коэхоищенты 4, 6, с, а пред- 
ставляютъ дЪйствительныя числа. Тогда преобразоване а) обладаеть 
многими замЪчательными свойствами. Полагая 


7=а-уу—т В=-НУУ-1, 

находимъ 

реф И Е. 

к г с2--ву\/ т 
‘откуда 


С —@у-Н( ана Не] у лаз -Раиу —1 


га — суу'—&ах-Ь, 
енд од ау. 


Изъ этихъ разенетвъ находимъ 


„— воен --(аа-Не)е- 4 „_ ау к 





(соат-е"  °Уернонреу 
Изъ второй Формулы мы видимъ, что У’ и у имъютъс одинаковые 
знаки, если 44—06>0, и разные знаки, если ом. Иначе говоря, 








*) Такъ какъ окружность вполнф опредФляется тремя ЧЕМ то можно 
сказать, что окружность, проходящая черезь точки И, 7, 2% преобразуется въ ок- 


ружность, проходящую черезъ точки 7, Ил, 2. 


ты 


если а4—6с есть число положительное, точки Й и Й находятся. съ одной 
стороны двйствительной оси; въ противномъ случав он расположены 
по разныя стороны отъ нея. 

Покажемъ построеше, которымъ можно опредвлить положеше точки 
7’ ‘по данному положеншю точки 7. Для этого равенство (1) ‘предета- 
‘вляёмъ въ’ вид . 








2 
ит я. ^ 
Тогда ‹ 
кал а т С Е (аа-ЕЁ?)у 
п ея -Вуя п. — @еы 
Такъ какъ 
„и аа) 
(=Га-у 
то 
а—2' у’ (аа?) 





оретТи в ОИ ране 


Построимъ. точки, выражающия числа, 0, а, —4. (хиг..20) и обо- 
Фиг. 20. 





значимъ ихъ тЪми-же буквами. Тогда разстоян!я 2а. и а опредзляться 
изъ Формуль 





да Уса, анну ауя. 
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Слвдовательно, 

Па йа=-Е (аа). 

Проводимъ прямую (/ и описываемъ около точки ( окружность 
радтусомъ равнымъ И = (44-ЕЁ?). На прямой 47 беремъ такую точку Т, 
чтобы 4Т.42=-Е(а4-Е#?). Изъ точекъ Т и Й опускаемъ перпендикуляры 
ТО и {Р на прямую ОХ. 

Тогда 


а 


ад аг _аг.ар_ (аа) 


ав 40 а (фа 





м 
—9 


Значитъ, 
9’ а а— 
=“ И ———_. 
| Ру ар а-х 

Такъ какъ ИР=у и аРЕА-Нх, то 

УТ и а-я = 

Проводимъ изъ точки Т прямую параллельную ОХ и изъ точки а 
прямую, наклоненную къ ОХ подъ угломъ равнымъ углу 74а, но не па- 
раллельную 74. Эти прямыя пересъкутся въ точкЪ Я. 

ЗамЪтимъ, что при 441--#?<0 точку Т слвлуетъ взять съ другой 
стороны отъ точки @, т. е. не между Й и 4. 

Точка Т есть обратная съ точкой й по отношен1ю къ окружности, 


описанной около 4 ралусомъ У + (а4 №). Фигура, составленная изъ то- 
чекъ Т, есть обратная съ хигурой, составленной изъ точекъ . Фигура, 
составленная изъ точекь Й”, равна хигурЪ, составленной изъ точекъ Т. 
Чтобы Фигуру изъ точекъ Т перевести въ положен1е хигуры изъ точекъ 
И, надо сначала построить хигуру симметричную съ хигурой изъ точекъ 
Т по отношеню къ прямой АУ, перпендикулярной къ ОХ, и эту хигуру 
передвинуть на разстояне 44 параллельно оси ОХ. Такимъ образомъ 
преобразоваше (1) представляеть совокупность трехъ преобразований 
извзстныхъь въ Элементарной Геометри, а именно преобразованйя по 
способу обратныхъ хигуръ, по способу симметри и по епособу парал- 
лельнаго перенесеня. Преобразоване по первому способу измЪняетъ 
видъ Фигуръ, а по второму и третьему— только положене. 





13. Преобразованйе (1) переводить точку въ положене 7, точку 
И’ въ положеше 7" ит. д. Повторивъ это преобразоване я разъ, полу- 
чимъ рядъ мнимыхъ чисель и соотв тетвующий рядъ точекъ й,`7’, 7", 
а 5—1, 7). Въ этомъ ряду всявя два рядомъ стояция числа 
7) и 7 связаны соотношенемъ 


дано ЧЕ 
са 
Составимъ отношение 
р 
И ИИ Е ом 
я Шаов’ а 
г //--а с’ Ч 
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Но изъ равенства (1) находимъ 
с, ай--6—а7. 














Сльдовательно, 
„_пи_ (а (2-2) 
о ве 
или 
7"--2 _ аа 
И Оита. 
Такъ какъ 
т (ай—5 (7—1) 7» т_ (и9—%6в) (2—7) 
(7-е а) п ей-а) (са) 
И ‚ (аа— фе) 2-2”) 
(ей-Раей- 4) > 
то 
ИИ (&1— 66) (7— 7’) 
ей (ей-а)щеи--а 
Отсюда, 
ДШИ" 7 (сИ-а)1 (а-асг’-а 
ее (с2’--)* (а аеЁ--а) 
И О ВОНИ 2 ав В. 
Оталобыть, 
А а —1 2-1 __ ча а) 








7 ул. 7 И/Ч = 7" а ай ° 


Изъ этого тождества, на основани теоремы (6), заключаемъ, что 
четыре послдовательныя точки /, /'’, /”, //" расположены на одной 
окружности. Понятно, что твмъ-же свойствомъ обладаютъ всямя четыре 
послвдовательныя точки ряда 7, 7/, 0", №", 7"...... Такимъ образомъ 
вс точки этого ряда расположены на одной окружности. Ёругъ, на 
окружности котораго находятся послЪдовательныя точки, называетея вра- 
щалельнымъ кругомъ, потому что преобразоване (1), какъ мы потомъ 
докажемъ, равносильно вращен!ю этого круга около центра. Положене 
вращательнаго круга зависитъ какъ отъ чисель а, 6, с, 4, такъ и отъ 
начальной точки {. 

Разсмотримъ подробнзе, какъ опредфляется положеше этого вруга. 

Точка, положене которой не измъняется отъ преобразованя” (1), 
называется двойною точкою. Двойныхъ точекъ дв. Мнимый ‘числа, 
выражаемыя этими точками, предетавляютъ корни уравненя^ 


__ ай-ЕЬ 
— ей а’? 
такъ какъ по опредЪлен!ю двойной точки 
И. 
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Обозначая корни этого уравненя черезъ & и В и рВшая его, находимъ 
в7—(а—а)7=6, 


_ а—а- У @—4):-- 46 ‚„_ а-—а-У (аа 
—— 95 - —, В: ве  ораеекАях 





Если («—4)?--45е>0, я и В будутъ дьйствительныя числа и двой- 
ныя точки Я и В будутъ находиться на дЪйствительной оси. Въ этомъ 
случав преобразоване (1) называется гиперболическимъ. 

Если (а—а)* + 4%6=0, то == те т. е. двойная точка будетъ 
одна и при этомъ она будеть находиться на дЪйствительной оси. Въ 
этомъ случаз преобразоваше (1) называется параболическимъ. 

Если (а—4)*--46е< 0, а и 3 будутъ сопряженныя мнимыя числа и 
двойныя точки ди 3 будуть находиться на прямой перпендикулярной 
къ дъйствительной ‘оси и на равныхъ разетояняхъ отъ этой оси. Въ 
этомъ случаз преобразоваше (1) называется эллиптическимъ. ^ 

Представимъ теперь равенство (1) въ другомъ видз. Такъ какъ 


са —(а—@)а—6—=0, с3*—(а—4)3--6=0, 

















то 
_ 6—4 „ 5— Ва 
ща’ ва’ 
Составимъ отношене (7'—9):(7'—3). 
_ ай —вей—аЧ ‚о @й-6—Ве2— ва. 
ЕТ Те ЕЕ 2 И 
2’—а _(а—4с)2--6—в4 
#'—8  (а—86)7--ь—Ва` 
Полагая 
ое ны 
а— Ве` 
находимъ 
и а _и—я 


8 Пьет Е ВТ) 


Чиело Ё можно представить въ видф 
__2а—246 _а--4—У (а—а)°--46е 
24—28 а-4-4 У е—@+-е 
Умножая числителя и знаменателя на [а--4— У( 
димъ послЪ упрощевй 


5 — 5-е) {а а) Иа 
Е т 






® 





|- 56], нахо- 





т: 


14. Гиперболическое преобразован!е приводится къ ФормЪ 


й'—4 нах И. 5) 
В В... 
гдв 9 и 3 двойныя точки, лежащая на дЪйствительной оси, ий дВйстви- 
тельное число. На основани теоремы (6) заключаемъ, что’ въ гипербо- 
лическомъ преобразовани всякЙ вращательный кругъ проходитъ черезъ 
двойныя точки а и 3. Такимъ образомъ положене вращательнаго круга 
вполнз опредъляется двойными точками 9 и В и начальною точкою Й. 
Если № положительное число большее единицы, то преобразоваше (2) 
удаляетъ точку И отъ 9, т. е. дуга Иа болве дуги 79. 
Замттимъ, что знакъ числа # одинаковъ со знакомъ, числа (4—6). 


15. Въ параболичеекомъ преобразовани 





„_@--4 
(а—а)*--46е=0, 1=8=—- о 
Значитъ, 
а=а-— 2671 и. 6=—=-=692; 
Поэтому 
О ао ан 
и оправе в(7—а)-Ра— ас 
откуда, 
1 1 С 1 $ 
р а а 


гв й предетавляеть дЪйствительное число. 
Это же равенство можно представить въ вид 


7—# — 

(7#—2)(#'—а) _ 
Преобразуя точку Й’въ положеше Й", получимъ 
а ОВ 

й’-—я)( 7" — а) 


й. 


Отсюда находимъ 


ый о науни 


. т Аа, 


Отсюда выводимъ, на основанши теоремы (6), что въ параболическомъ 
преобразован всяк!й вращалельный кругъ`проходитъ чере 
точку. 

Всявй вращательный кругъ долженъ касаться дЬИС 
вЪ двойной тОЧкф, такъ какь параболическое преобразоване можно’ раз-' 
сматривать какъ `предфльный случай гиперболическаго преобразовая, 
когда двф двойныя точки, лежашйя на дЬйствительной оси, сливаются въ 
одну. Такимъ образомъ положен!е вращательнаго круга вполнз опредЪ- 


ь 
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ляется двойною точкою @, касательною ОХ въ этой точкв и начальною 
точкою #1. 
Положимъ, что № есть положительное число. Тогда точка, выражаю- 


щая мнимое число р должна лежать вправо отъ точки, выражаю- 


И— 





ЯВ 
щей мнимое число 7— а} При этомъ 0бЪ точки должны находиться на 


прямой параллельной дЪйетвительной оси. Для большей опредъленности 

предположимъ, что вращательный кругъ расположенъ сверху дЪйстви- 

тельной оси. Тогда точки, выражающая числа /’/—я и /— 9, также будутъ 

расположены сверху дЪйствительной оси, а точки, выражающуя числа 
1 

Поза" Иры 

аргументъ мнимаго числа 


‚ будуть расположены снизу дъйствительной оси. Поэтому 


2 а будеть боле аргумента мнимаго чиела 
7 _ч> "АКЪ какъ аргументы считаются отъ 0° до 360° противоположно 
/, -“ 
движению часовой стрёлки. Слфдовательно аргументь числа Й’— о будетъ 
мене аргумента числа 1—9. Такимъ образомъ при № положительномъ 
преобразоваюе (3) передвигаеть точку А по окружности вращательнаго 
круга по направлению движен!я часовой стрЪлки. Тоже самое будетъ 
справедливо и въ томъ случаз, когда вращательный кругъ будетъ на- 
ходиться снизу дЪйствительной оси. 
Замътимъ, что число (24—06) положительно, такъ какъ оно равно 
(а—са)?. 
16. Эллиптическое преобразоване приводится къ *ормЪ 
. их А й—а 
7—8 7—8 
гдЪ, Ё обозначаетъ мнимое число. 
Такъ какъ 


‚_ мер а-ду Е @=а—а%у—1 
ы 2(а4— 6%) | 








то модуль его равенъ 
(а?--а*-—-2%с) 





*—466] _ 44142-46 с*— Вас 
4(аа—%е)? о 494—®) 


Обозначивъ аргументь мнимаго числа  черезь 9, мы приведемъ 
эллиптическое преобразоване къ хормЪ 


а 
—# 73 


тв аи В суть двойныя точки, выражаюцщия сопряженныя мнимыя числа. 
На основаши теоремы (9) заключаемъ, что всяюй вращательный кругъ 
пересзкаетъ подъ прямымъ угломъ вс круги, проходяшие черезъ двой- 
ныя точки @ и 8. Такимъ образомъ положене вращательнаго круга 
вполнз опредзляется начальною точкою Й и двумя точками А и В, ДЬ- 











(Сов-Ри—1 89), .. 
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лящими прямую 98 такъ, что оА:ВАоВ: В=17:8. Прямыя ДА и 7В дЪ- 
лять пополамъ внутренний и внъшн!й углы треугольника 793 при вершин» #. 
ПоелЪ этого можно считать доказаннымъ, что всякая точка на 
вращательномъ кругЪ всегда преобразуется въ точку, лежалцую на томъ-же_ 
вращательномъ круг, т. е. преобразоване (1) равносильно вращен1ю 
этого круга около центра. 
Разсмотримъ особенныя свойства эллиптическаго преобразоватшя. 


17. Описываемъ круги около треугольниковъ 708 и 798. Изъ ра- 
венства (4), на основани теоремы (7), заключаемъ, что эти круги накло- 
нены другъ къ другу подъ угломъ 9. Но кругъ 7/98 получается отъ пре- 
образованйя круга 798. Слвдов., эллиптическое преобразоване превра- 
шаетъ кругъ, проходяцй черезъ двойныя точки, въ другой кругъ, про- 
ходяшай черезъ тЪ-же двойныя точки и наклоненный къ первому подъ 
угломъ 9. 


рт 
18. Положимъ, что ей гл р и 94 представляютъ нзкоторыя 
цвлыя числа. Составимъ послъдовательный рядъ 
О. ПИ: И. од есот И, 


Я'— "9 М: рт\ "а И рт рт 
аа бо ГоиМота Вт =) ин ри РД {со у— ЗыьР 4 "). 


79—4 94 1—4 т ион 
ИЯ НВ. 8 — Ди (со ы -Ни-1 ви? 


Перемножая эти равенства почленно. и зам$чая, что аргументъ про- 
изведен1я мнимыхъ чисель равенъ сумм аргументовъ производителей, 
находимъ посл сокращенй 








” 





79--9 Милн 
793 > Е А(ооничру т зат } 
Такъ какъ Созрт=(—1)7 и рем 
7—4 _ = 
то й@— р = —1)Р те 
Точно также покажемъ, что 
739 —а и ее 
Ре а=(-1)* 
269—3 7 
79490 —а _ 7—4 
о — (0 — 
Отеюда "рев и 769—=. о 
Сльдов., ‘если въ эллиптической подстановкЪ (4) уголь © есть, Число 
соизмвримое съ т, то рядъ Й, 7, И"....... состоить изъ перюхически 


повторяющихся чиселъ. 





19. Положимъ, что число у несоизмвримо съ т. Тода можно по- 
Е = Зв 2. 
ложить, что Ф заключается между я тра ‚при чемъ величина 








т 
‚ - можеть быть сдЪлана сколь угодно И 
4 


Такъ какъ ф от, даа: 
то 49 >2рт 
и твмъ болве  ` О И , "Е 
или ‹98— рт) > р*т*—р, 

т 

откуда 2рт— 9$ < ‚в 

По предыдущему 

7 9—а рН 





9—8 = 5% 0399--У—1 вм} 


Такъ какъ разность между 2рг и 40 можеть быть сдЪлана мензе 
всякой данной величины, то послвдовательными преобразованями можно 
точку 7 перевести въ положеше 79 сколь угодно близкое. къ начальному 
положен!ю. 

Сльдов., если въ один ео (4) уголь 9 есть чиело 
несоизмвримое сътхто въ ряду точекъ. И, И", /",..... можно найти точку, 
какъ угодно близкую къ начальной точь 7. 


20. Такъ какъ въ эллиптическомъ преобразовани вралщательный.. 
кругъ долженъ пересъкать подъ прямымъ угломъ вс круги, проходящие 
че. езъ ‘двойныя точки @ и 8, то центръ его долженъ находиться на пря- 
мой 43; которая перпендикулярна къ дъйствительной оси. Слвдов., при 
измнен!и положен1я начальной точки центръ вралщательнаго круга пе- 
ремъщается. по прямой перпендикулярной къ дЪйствительной оси. 

`Тьмъ-же свойствомъ ‘обладаетк вращательный кругъ. въ параболи- 
ческомъ и гиперболическомъ преобразован!яхъ, такъ какъ въ параболи- 
ческомъ преобразовави онъ долженъ касаться ‘дВйствительной оси въ 
двойной точк%, а въ гиперболическомъ преобразован!и ‘долженъ проходить 
черезъ двойныя точки, расположенныя на дЪйствительной оси. 

П. Свъшниковь (Троицкъ) *). 


НАУЧНАЯ ХРОНИНА. 


Гальваничеек1я батарти па Парижской выставк% 1889 г. 
( Продолоюенве о 


Батарея Делорье. Элементы Делорье углецинковые. Въ дФаораги$ 2 
угольныя пластинки для уменьшешя сопротивленя. Во избъжаше- 
хромовыхъ квасцовъ, химичесше эквиваленты вычислены такъу 
окись хрома растворялась по мёрь образовамя. Возбуждающая’ жидкость 
состоитъ изъ воды, хромпика, езрнокислаго натра, желёзнаго купороса 
и серной киелоты. Въ наружный сосуджь наливаютъ воды \& въ длаюрагму 











*) `Оталья эта’была уже набрана, когда получены были еще два вполнЪ 
удовлетворительные на ту-же тему отвЪта отъ дн. Ефремова (Ив. Вознес.) и оть 
ученика Могил. гимназ1и Я. Эйлера: 

**) См. „ВЪетникъ“ №№ 86 и 88. 
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возбуждающую жидкость. Жидкость изъ 1ахрагмы просачивается къ цинкуу; 
онъ окисляется и даетъ весьма растворимую сВрноцинковую соль. Выдъ- 
ливпийся отъ разложеня воды водородъ идетъ къ углямъ и отнимаеть 
У деполяризатора кислородъ, образуя воду. Деполяризалоръ, ‘теряя кис- 
лородъ, принимаетъь мало по малу характерный зеленоватый оттёнокъ 
©Ърнокислой полуторной окиси хрома. Г. Геро, купивиий патентъ Де- 
лорье, вмвето жидкости продаетъ покупателямъ деполяризаторъ въ по- 
рошкЪв (желъзистохромовую соль}; его надо распустить въ вод, приба- 
вивъ сколько слвдуеть сЪрной кислоты. На каждый элементъ требуется 
2,2 килограмма раствора, имзющаго ел$дуюций составъ: 


11 желъзисто-хромовой соли. . 0,485 
2) Теплой воды ...... . 0,990 г килогр. 
3) Сьрн. кислоты въ 66°. . .0,115 


Готовять растворъ такъ: насыпають въ бутыль соль, наливають 
теплой воды и н%еколько минутъ взбалтываютъ, затёмъ вливаютъ поло- 
вину отвЪшеннаго количества сзрной кислоты и мьшаютъ до тЪхъ поръ, 
пока соль не распуститея совозмъ; черезь 6 часовъ приливаетея оста- 
токъ сфрной кислоты. Употребляется въ дЪло жидкость лишь послв 
полнаго охлажденя. 


Батарея Радиге. Хотя элеметь Радиге и описанъ въ одномъ электро- 
техническомъ журналв (см „Газету Электрика“ 1889 г. № 22), однако 
привожу его краткое описаше. Элементъ этотъ съ двумя жидкостями и 
съ даерагмой. Отлише его отъ другихъ заключается въ ‘0с0бой под- 
отавкВ для амальгамащи цинковъ благодаря которой можно обходиться 
безъ литыхъ цинковыхъ палочевъ или цилиндровъ, а сжигать въ элементь 
всяк!е обрззки и отбросы цинка; кромЪ того г. Радиге, замвтивъ, что 
деполяризаторъ можеть служить втрое дольше сравнительно съ подкис- 
ленной водой, придумалъ сихонъ для опоражниванйя элементовъ и при- 
Томь сиФонъ, заряжаемый нагнетанемъ (вдуванлемъ) воздуха, а не’ вы- 
качиван1емъ, какъ обыкновенно. Подставка для амальгамаци помфщаетея 
въ дафрагмв и состоить изъ м%дной полой трубки, имъющей внизу 
плетеную металлическую корзинку или круглый подносикъ съ краями: 
въ корзиночку или на подносикъ помвщаютъ цинковые шарики или 
вообще отбросы цинка. Отъ корзиночки или подносика идутъ внизъ 2 
мфдныя проволки, опираюнияся въ дно ФарФоровой чашечки съ ртутью 
{100 граммовъ ртути съ небольшимъ количествомь цинка). Ртуть, подни- 
маясь по мФднымъ стержнямъ (проволокамъ), доходить до корзинки и 
амальгамируетъ цинкъ Ртуть поднимается, по увзренио изобрвтателя, 
лишь во время работы батареи. Понять устройство сиФона Радиге не 
трудно: предетавимъь себф обыкновенный сихонъ, одна. взтвь, ‘цотораго 
заключена въ вертикальную трубку, съ небольшим отверещемъ внизу 
и нагнетательной резиновой грушей на верху. Опустимъ\^такую трубку 
въ сосудъ съ жидкостью; жидкость будеть стоять на одномъ уров въ 
сосудЪ и въ вертикальной трубкв, а, сяфдоватеньно,. м_въ вЪтви сихона, 
заключенной въ ней. Если теперь начать нагнетать воздухъ въ трубку 
съ помощью резиновой груши, то воздухъ будетъ ‘давить на уровень 
воды въ трубкЪ и гнать ее въ вверхъ въ сихонъ, ‹тчего онъ и заря- 





дится. Лишь небольшая часть жидкости вытечеть при напорЪ. воздуха 
черезъ отверсте въ вертикальной трубкз, п. ч. это отверст!е очень 
мало сравнительно съ отверстемъ вЪтви сихона, заключенной наглухо 
въ вертикальную трубку. При очень сильномъ вдувани воздуха въ си- 
Фонную вЪтвь вся жидкость будетъ выгнана изъ него, и онъ разрядится. 
Такимъ образомъ мы можемъ, по желан!ю, заряжать сихонъ или разряжать 
его. Уголь въ элемент цилиндрический, окружаюций д1ахрагму. „Вотъ 
постоянныя элемента: 


Начальное В. ......... 59,12 вольта. 
Нормальное Е рокя олвинамь, ==нтрвц, 
Нормальная 7. ....... . —=1—1,5 амп. 


Средня разность потенцлаловъ у 


1 у 
борновъ элем. 
СреднеенВис. палево высь 0: 29 


Батарея Корнфельда. Эта батарея была выставлена въ русскомъ 
отдвлв. Особенность ея заключается въ устройств наружныхъ сосудовъ, 
служащихъ въ то же время электродами. Хотя авторъ статьи г. Дьедоннэ, 
и не говоритъ объ этомъ, но читатели, сльдивиие за усовершенствова- 
н1ями и изобрЪтенями элементовъ, сейчасъ-же поймуть, что г. Ворн- 
Фхельдъ при изобрЪтеши своей батареи подражалъ гг. Эрхарту и Фоглеру, 
замфнивЪъ только картонъ эбонитомъ, а свинецъ углемъ, да взялъ другое 
заряжене. Батарея г. Корнхельда готовится въ Парижь Центральнымъ 
обществомъ химическихъ продуктовъ. Въ эбонитовой рамкЪ (15 миллим. 
толщины), имъющей Форму опрокинутаго П, прикр$пляють съ обзихъ 
сторонъ по угольной пластинкв (25 цент. высоты и 20 цент. ширины и 
5 милл. толщины). Утольныя пластинки не пропускаютъ жидкостей. 
Наружныя края такихъ сосудовъ-электродовъ покрыты гальванической 
мЪлью. Въ каждомъ сосуд 2 евинц. трубки: одна для вливан1я, другая 
для выливан1я жидкостей. Цинковая пластинка каждаго элемента въ 9 
‘милл. толщины, такъ что для постоянно переливающейся жидкости 
остается немного свободнаго пространства. На выставкз была батарея 
изъ 40 эл., расположенныхъ въ 2 ряда другъ надъ другомъ и занимала 
въ длину 0,7 метра, а въ шир.—0,5 м. При батарев 2 резервуара, 1 
для заражающей жидкости, другой для отработавшей. Изъ резервуара по 
жолобу и свинцовымъ трубкамъ жидкость втекаетъ въ элементы, а вы- 
текаетъ изъ нихь черезъ вторыя трубки, во второй жолобъ, попадая въ 
сточный резервуаръ. Для приведен1я жидкости въ движен!е, достаточно 
открыть кранъ 1-го резервуара. Цинки поднимаются и опускаются, какъ 
въ батарез Труве. Общ. въеъ цинковъ==100 килогр., & поверхность==300 
кв. дециметровъ. Г. Корноельдъ увфряетъ, что батарея его можеть дВйетво- 
звать 150 часовъ, развивая ]=10 амп. и Е=76 вольтъ. П 4: 

( Пробфлзжени слъдуетз). 


ЗАДАЧИ. 


№ 32. Построить треугольникъ по даннымъ:“ вывоть, биссектору и 


мед1ан®, проведеннымъ изъ одной вершины 
(Заиметв.) А. Шифринь (КаАевъ). 
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№ 33. Около круга описанъ четыреугольникъ, стороны котораго 
суть а, 6, с, Фи одна изъ дмагоналей 0. Опредълить радусъ круга. 
Н. Соболевский (Москва). 


№ 34. На сторонз АС треугольника АВС дана точка касашя О 
внутривписаннаго круга. Доказать, что при 


АВ.ВС—=2АО.ОС 


треугольникъ будетъь прямоугольный. 

(Отсюда слвдуетъ, что площади прямоугольнаго треугольника равна 
произведеню отрёзковъ гипотенузы, опредвляемыхъ точкою касаня 
вписаннаго круга). Н. Нижколаевь (Пенза). 


№ 35. Въ ариеметической прогресеи отношене суммы всякихь ® 
первыхъ ея членовъ къ вуммЪ слБдующихь за ними 2% членовъ есть 
величина постоянная. Найти это постоянное отношен1е и составить 
такую прогресею. А, Войновь (Харьковъ). 


№ 36. Дано квадратное уравнеше 


2--рх--9=0, 
корни котораго суть 9 и 8. Обозначимъ вообще черезъ В» сумму т-ыхъ 
степеней этихъ корней (т. е. 5„=а”--3") и черезъ 8— сумму а" 8—”. 
Показать какимъ образомъ опредвлятся суммы $, 8,, В........ а также 
суммы 8—, 8—,, В ........ въ зависимости отъ коэвФищентовъ урав- 
нешя р и 0. П. Свъшниковь ('Троицкъ). 


№ 37. Решить систему уравненй 


ау а 1 
м 





и объяснить геометрическое значене, на основанш ‘котораго можно ту-же 
систему рьшить тригонометрически. Мясковь (Слонимъ). 


РЪЬШЕНИЯ ЗАДАЧЪ. 


№ 1447. Рьшить уравнене 
(2—1) _ 3—2 





35 1’ 





Приведя данное уравнене къ одному зн: именатезю,. перенесемъ вс 
его члены въ одну сторону. Тогда 


23—64°-122—1=0 .. 


ый 


Вычитая изъ обЪихъ частей этого уравнен!я 1, получимъ 
(2—2)—=— 1, 
т. е. 
З — 
2—=2— 7. 
з 
Раздвливъ (9) на х—(2—иИ7) найдемъ остальные два корни. 


Н. Артемьев (Спб.). С. Блажко и. Н. Соболевск (Москва) И. Соляниковь 
и П. Трипольскй (Полтава), С. Кричевский (Ромны), Г. Горбуновь (Камышииъ)- 
Ученики: Короч. г. (8) 7. С., Полт. Дух. Сем. (3) А. 3., Вурек. г. (6) Л.Л., Влевск. 
р. уч. (6) Л. А., Вор. к. к. (7) Г. У. 


№ 51. Доказать, что каждая д1агональ правильнаго пятиугольника, 
при вбтрвчв съ другою, двлитея въ среднемъ и крайнемъ отношенйи. 

Данъ правильный пятиугольникь АВСОЕ. Проведемъ д1агонали 
АО и ВЕ; /АЕО=1О8°, а такъ какь Л-къ АЕО равнобедренный то 


ХАБЕ= /БАЕ=86°. 


Точно также ХВЕА—З6°. Сльдовательно /АМЕ=1О8°, гдв М— 
точка пересвчешя АЛ и ВЕ; въ силу этого Д-ки АШЕ и АМЕ равно-, 
угольны, поэтому 


АР:РЕ—АЕ:АХ, 


но ЛД-кь МОЕ равнобедренный, и потому МО=рОЕ. Подставляя МО въ 
пропорщю вм5сто АЯ и РЕ, получимъ 


АО:МО=МО:АМ. 


П. Тритольскй (Полт.), В. Ивановь (Златополь) П. Свъшниковь (Троицвъ), 
А. Опиридоновъ и Г. Капраловь (Пенза). И. Пастиуховь (Пермь). Ученики: 5-й Варш. 
г. (8) В. П., Могил.-Под. р уч. (6) (С. Изь, 2-й Тифл. г. (7) М. А., Пинск. р. уч. 
(6) С. Т., 4-й Юев. г. (6) В. Г., 1-й Юев. г. (8) А. Шлиж., Златоп. г. (6) С. Ё., 
Полт. Дух. Сем. (4) С. 3., Т-Х. Ш. р. уч. (7) д. Б., Курск. г. (6) В. К. ид. Ш., 
(7) П. Ч., (8) 4. П.. 0. Г. С. Д. и В. Е., Вороч. г. (6) Н. М., (1) П. И, (8) И. 
С., Великол. р. уч. (6) 4. В., 2-й Юевск. г. (8) В. М., Ворон. к. к. (7) Н. В. и 
У У: АУ 


СХ 
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